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1. INTRODUZIONE 


L'inclusione differenziale 


(1) di Ke rt,x) 


è stata studiata per multifunzioni 


tela 


a valori in spazi X localmente convessi assai generali. Tuttavia qui in- 
tendiamo considerare principalmente il caso X = R" per avere una esposi- 
zione più semplice e anche perché si hanno i risultati più completi. Ca- 
so per caso verranno date indicazioni sulle eventuali estensioni a spazi 
X più generali. 

Equazioni di tipo (1) si presentano nello studio di fenomeni 
evolutivi in cui la velocità non è univocamente determinata dallo stato 
(per esempi provenienti da problemi di economia cfr. Aubin 11): 

Un'altra classe notevole di equazioni di tipo (1) si incontra 
nella teoria del controllo per le equazioni differenziali ordinarie: 


X = f(t,x,u), u € U. A questo proposito osserviamo che vale il seguente 
Teorema. Sia R"> Q aperto, (U,p) = spazio metrico compatto, 


[a bla fa IUexu) iL F(t,2U) E R" 
[a,b]>t SI (t) #9 compattoCU 
con f t-misurabile e (x,u)-continua. Se T è misurabile (cfr. n. 3. Si 


può prendere T(t) = U), sono equivalenti le seguenti affermazioni su 


XI-2. 


x :[ a,b] + assolutamente continua 


a) esiste u :[ a,b]+ U misurabile tale che x(t) = f(t, x(t), u(t)), 
Ut) ET(t) qud. 
b) ACE) EFCEE)IC)) A 

Questo risultato è dovuto a Filippov [2]. 

Equazioni di tipo (1) possono nascere anche come "equazioni di 
Hamilton generalizzate" per certi problemi di calcolo delle variazioni 
(cfr. Rockafellar [3]). 

Anche le disequazioni differenziali del tipo |x-g(t,x)| € f(t,x) 
si possono rappresentare nella forma (1) ponendo T(t,x) = sfera di centro 
g(t,x) e raggio f(t,x), e le equazioni differenziali implicite f(t,x,%)=0, 
ponendo T(t,x) = {v|f(t,x,v) = 0}. 

Le soluzioni qui considerate saranno in ogni caso assolutamen- 
te continue. In tal modo, già nel caso X(t) € I(t), siamo condotti al pro 
blema della esistenza di selezioni misurabili per T. D'altra parte ha iîn- 
teresse anche la ricerca di selezioni continue per T, perché se 
y(x) e T(x) C Re y è continua in 2 aperto, allora le soluzioni di 
% = y(x) sono soluzioni di % € T(x). Qui di seguito riporteremo alcuni 
risultati di esistenza di selezioni continue o misurabili, dopo avere 
introdotto le nozioni di (semi-)continuità e misurabilità per multifunzioni. 


Prima però introduciamo alcuni simboli relativi all'equazio- 


ne (1): 
Tp([a,b];€) = {x € C([a,b],X)|x assolutamente continua e q.d. 
derivabile, x(a) = E, X(t)e T(t,x(t)) q.d.} 
Ap([a,b 158) = {x(b)|x E Tr([a,b];E)} CX 


Fr([a,b};E) = {(t,x(t))]|x E T_([a,b];E), a <t< Db} CRxX 


Ricordiamo che può essere x : [a,b] + X = spazio di Banach as- 


solutamente continua, ma non derivabile in alcun punto. 


Per esempio si può prendere 
X= C(=911], Ri, x(t)(0) = |t+9] con .lt]; || </1 


In questo caso x è lipschitziana. 

Avremo occasione di considerare anche soluzioni, che diremo he 
gotari seguendo Tolsonogov [4], tali che % abbia al più discontinuità 
di prima specie (su ogni intervallo compatto sono limiti uniformi di suc 


cessioni di funzioni a gradino - cfr. Dieudonné [5]). 


2. MULTIFUNZIONI SEMICONTINUE 


Il concetto di continuità per funzioni ordinarie si estende al 


le multifunzioni fra spazi topologici 
X —_—_—_o  Y a valori # 9 


nei seguenti modi: 

I) P si dice semicontinua superionmente (u.s.c.) se verifica le condi- 
zioni equivalenti: 
a) n°! (chiuso) = chiuso 
b) {x|Tr(x) € aperto} = aperto 


c) F(x) C 2 aperto > 323aperto 03x tale che 


r(x')C 9, NOCE 0 


Si è posto rt (E) = {x|T(x) NE # PI}. 


II) P si dice semicontinua inferiormente (1.5.c.) se verifica le condi- 


XI4. 


zioni equivalenti: 
e) ©! (aperto) = aperto 
b) {x|T(x) € chiuso} = chiuso 


c) F(x) N27 9 con 2 aperto > 43 aperto 03x tale che 


Re) naz, Wx' e 0 


Consideriamo alcuni esempi. 


Prendiamo la funzione ordinaria 


e poniamo 


Allora si ha 
f ls. ® FO lus,c. ‘® F; USA 
La funzione 


{1} se x < 0 
Rax—L ig zal 
da {-1} se x > 0 


è U.S.C., ma non l.s.c.. 


La funzione 


[Ox:], Seno £ x3< 1 
A 


Fo,tlax —“ 


Li senta t 


XI-5. 


è! SC ma ‘non UsSaC. a 
La funzione T si dirà continua se è sia u.s.c. che 1.s.c.. 


Consideriamo la funzione continua 


È 


MU 
dove U è uno spazio compatto. Allora la funzione 
xax — {f(x,u)]u € U} = £(x,0) 


è continua. Osserviamo che la compattezza di U non serve per provare la 


1.S.C., ma non si può eliminare per la u.s.c., come prova l'esempio 
[0,1] x [0,113 (x,u) —+ (x,u)e RÉ 

in cui U=[0,1[ e 
F(O,U) C {(x,u)|x+u < 1} D f(x,U), wx> 0 


Alcune delle proprietà della continuità ordinaria si trasportano alle 


m-funzioni come indicato nel seguente 


Teorema. Valgono le seguenti affermazioni per 


X ta Y a valori 79 


i) Se T è u.s.c. oppure 1.s.c. e T(x) è connesso per ogni x € X, allo- 
ra T(connesso) = connesso. 
ii) Se T è u.s.c. e T(x) è compatto per ogni x € X, allora T(compatto) = 


= compatto (la funzione Do considerata sopra mostra che ciò è falso 


XI-6. 


per T 7.s.C.). 
iii) (Grafico chiuso). Se T è u.s.c., T(x) è chiuso per ogni x E X e Y è 
uno spazio T(regolare), allora T è chiuso in X x Y (la funzione le 
precedente mostra che ciò è falso per T 1.s.c.). Se T è chiuso in 
X x Y e Y è compatto, allora T è u.s.c.. 
iv) Componendo funzioni u.s.c. (1.s.c.) si ottengono funzioni dello stes 


so tipo: 


(e nile P,(770%)) UR, 


Per la dimostrazione delle affermazioni precedenti si veda Aubin-Cellina 
[6] oppure Smythson [7]. 
Di particolare interesse per le inclusioni differenziali è il 


caso (Y,p) = spazio metrico e T a valori compatti # 9. Ora sullo spazio 


comp(Y) = {A CY|A # A compatto} 


si può introdurre la distanza di Hausdorff 


h(A,B) = inf{e > 0]A CB_, BC A} 


essendo A_ = {y € Y|p(y,A) = înf p(y,z) < e}. 
€ 
zE A 
Le seguenti proprietà dello spazio metrico (Y,p) si trasporta- 
no allo spazio metrico (comp(Y),h):\ 


- compattezza 


totale limitatezza (precompattezza) 


completezza 


separabilità 


connessione. 
Inoltre la topologia generata dalla distanza di Hausdorff ha una 


base costituita dagli insiemi 


XI-7. 
{Ac Y|pP#XAC Q: An Q, #09 per1si n}, Q; aperto in Y. 


La multifunzione T : X—ToY, a valori # # compatti, si può pensare come 


funzione ordinaria 
E 
XxX ——* comp(Y) 


e la sua continuità rispetto alla distanza di Hausdor{{ coincide con la 
continuità precedentemente definita. 

Per la dimostrazione di queste affermazioni cfr. Bourbaki [8], 
.Castaing-Valadier [9]. 

Supponiamo ora che Y sia uno spazio Llocalmente convesso e T, 
(Hausdorff) e T a valori convessi ed enunciamo alcuni risultati utili nel 
la trattazione delle inclusioni differenziali: 

i) (Punto unito). Se Y DC # 9 compatto e convesso e T:C —oC è u.s.c. 
a valori # 9 convessi e chiusi, allora esiste x € C tale che 
x € T(x). (cfr. Smithson [7]). 
Osserviamo che se Y è anche metrizzabile si può sostituire l'ipotesi 
di convessità di F(y) con l'ipotesi di "aciclicità" (cfr. Lasry- 
Robert [10]). 

ii) (Selezioni continue). Sia X uno spazio metrico, Y uno spazio di 
Banach, T : X—TyY 1.s.c. a valori # # convessi e chiusi. Allora 


esiste y: X + Y continua tale che 


Ye Ta) x EX 


Questo risultato è dovuto a Michael [11] (cfr. anche Aubin-Celli- 
na [6]). 


L'esempio 


XI8. 


{-1} per x < 0 
T3 ali 
Rox —S, {1,1 perx=0 
{1} per x > 0 


mostra che non si può sostituire la 1.s.c. con la u.s.c.. 
Esiste [0,1] > t +T(t) € comp(RE) continua, ma priva di selezioni 
‘continue (cfr. Hermes 17, pag. 158 - Ex: 2.1). 

iii) (Approssimazione). Sia X uno spazio metrico, Y uno spazio di Banach, 
Tr: X —oY u.s.c. a valori # 9 compatti e convessi tale che 


T(X) C K = compatto. Allora esiste una successione di m-funzioni 


x — No KCYa valori # 9 compatti e convessi, n= 1,2,... 
Ù:iS Cè 


che verifica le condizioni 


a) T_(x) PT 


n n+1 


(x) 2... N Ty) = Tx) 
k=1. 


b)vx EX, Ve> 0, I ven: Po 6x) C T(x) + eB pern2v 
c) ogni È, è del tipo 


XDx+ sa MCO RCA 
E j j 


dove d3j+ LI è una partizione dell'unità in X localmente finita 
e localmente lipschitziana e 9 # 6; = compatto convesso. Inoltre 
B = {y€ Y|lyl < 1} (cfr. Haddad [12], Lasry-Robert [10]). 


XI9. 


3. MULTIFUNZIONI MISURABILI 


Se (X,X) è uno spazio misurabile (X = o-algebra di sottoinsie- 
mi di X) e Y è uno spazio topologico, si dice che la m-funzione 


IE 


XxX ——_o Y 


è misurabile se n! (chiuso) = misurabile. 

Qui ci proponiamo di esporre alcuni risultati relativi alle se 
lezioni misurabili in condizioni particolarmente semplici. Per risultati 
più generali rimandiamo a Castaing-Valadier [9], Wagner [13] e [14]. 


i) (Misurabilità). Supposto Y = spazio metrico completo e separabile, 


R2 [a,b] to Ya valori # 9 compatti 


sono equivalenti le affermazioni 

a) n°! (aperto) = misurabile 

b) r°' (chiuso) = î 

c) 1°! (compatto) = L 

d) Fr : [a,b] + comp(Y) è misurabile (n°! (aperto) = misurabile) 

e) esiste una sulbesstone di funzioni misurabili Oni [a,.b]+*Y tali 


che 
onlt) E TIt) = fo;(t)lj € N} 
f) per ogni e > 0 e per ogni insieme misurabile A C [a,b] esiste 
un compatto Ko C A tale che mISCANK.) < e e T è continua su K 
g) la funzione ordinaria 
[a,b]>t + p(y,I(t)) 


è misurabile per ogni y € Y. 


Se si suppone inoltre T(t) = convesso C Y = Frechet, è equivalente 


XI-10. 


alle precedenti anche 


h) la funzione 


[a,b] 3Dt+ sup <y,y'> 
yEr(t) 


è misurabile per ogni y'.€ Y* = duale di Y. 


In tutti gli enunciati precedenti si intende che la misura sul 


l'intervallo [a,b] sia quella usuale di Lebesgue. Per la dimostrazione 


cfr. Castaing-Valadier [9] e anche Wagner [13], [14]. 


ii) (Funzioni implicite). Sia X uno spazio metrico compatto, Y uno spa- 


zio metrico separabile e completo, 
2 r 
lab] ———»> comp(X) 
mis 


bla zanna hate 


con h t-misurabile e x-continua 


[a,b] Caen 
mis 


Se riesce g(t) € h(t,F(t)) per ogni t, allora esiste 


[ab] —-— X 
mis 


tale che per ogni t 


g(t) =.h(t.y(t)), vito e It). 


Questo risultato è dovuto a Filippov [2] (cfr. anche Wagner 


[13]). 


Nella teoria delle inclusioni differenziali ha interesse la ri 


XI-11. 


cerca di selezioni misurabili per funzioni del tipo t + r(t,u(t)), con 
u funzione ordinaria, che "dipendono regolarmente dalla funzione u". In- 
dichiamo un risultato di questo tipo: 


iii) Sia X uno spazio di Banach separabile, 


[a,b] x (x + rB) Li comp(X) 

T(t,x) Cu(t)B, OSwEL” 
con l t-misurabile e x-continua e sia K # 9 compatto e convesso con 
tenuto in C([a,b], xt 78). 


Allora esiste la funzione continua g : K + L'(Ca,b], X) tale che per 


ogni uE K 


g(u)(t) E F(t, u(t)) q.d. 


Per questo ed altri analoghi risultati cfr. Tolstonogov [4], [15] 
e Antosiewicz-Cellina [36]. 


4. EQUAZIONE %(t) € T(t) 


Consideriamo la m-funzione 


[0,T] sd comp(R") 


e poniamo per semplicità 


ten 

© 

_ 
" 


Tp(10,T]; 0) 


» 
A 
u 


Ap([O,T]; 0). 


XI-12. 


Se 1 è una m-funzione qualsiasi, si dice integrale di Aumann 


[16] sull'insieme misurabile E CR l'insieme 


f r(t)dt = cf v(t)dtly e L'(E,R"), y(t) E T(t) q.d.} 
E E 


Pertanto si ha 


" 
R(1) = | r(t)dt 
0 


Per la.nostra inclusione %(t) E T(t) vale il seguente 
Teorema 1. Sia data la m-funzione T verificante le condizioni 


KRO,T.] ia comp(R") 
mis 


r(t) Cote,  0sgel' 


Allora si ha 


i) ALT) = A, (T) # 9 convesso e compatto ‘in R" 


mò 
ii) T;(M) = Ton 


iii) (Bang-bang) Ap(7) = Agg: 00) 


(T) # 9 convesso e compatto in C(I0,T], R") 


Si è posto B = {x € R'|Ixll s 1}, <T(t) > = involucro conves 
so di T(t), < T(t) >" = insieme dei punti estremi di < r(t) >. Per la 


dimostrazione cfr. Hermes [17], Castaing-Valadier [9] Theorem IV. 17. 


Osservazione 1. L'insieme TM) può essere non chiuso e non 


convesso, come mostra il semplice esempio 


totjat —— dsl 


XI-13. 


Per la successione di funzioni Xn indicate in figura si ha 


î, DI n% unif 0 & T 


n+ co 


x» 


7 cd 
0 € segmento congiungente "%n e Xn° e del “x Pd 


x 
dC 


Osservazione 2, L'affermazione ii) continua a valere se si so- 
stituisce R" con uno spazio di Banach separabile (e <T> con <T >; Gr. 
Tolstonogov [18]). Per 1a generalizzazione ad altri tipi di spazi, nel 


caso di la valori anche convessi, cfr, Castaing-Valadier [9]. 


5. EQUAZIONE % € T(t,x) 
SRZROSONE A SIAT] 
Nel seguito ci metteremo sempre in intervalli de] tipo 
[O,T]C Re per questo semplifichiamo così i simboli definiti nell'In- 
troduzione: 


TrlT.E) = Tp(IO,TI; &), Ap(T,E) = ASCOLTI; 8)... 


Ricordiamo che abbiamo posto comp(X) = {Ac Xx] # A compatto}. Poniamo 


anche 
conv(X) = {ACX|Jg#A compatto e convesso} 


Inoltre ricordiamo la definizione di "funzione di tipo Kamke": funzione 


w tale che 


XI-14. 


[0,T} x [0, +0[ ——— [0, +©l 


Lu(t,x)] s gt), = 0 gel 


w(t,0) = 0 
tu. 
0<x(t) s | w(s,x(s))ds, x assol. cont. > x(t) = 0 
9 
con w t-misurabile e x-continua e crescente. 
Un esempio è dato da w(t,x) = g(t)x. 
Cominciamo con alcuni risultati per T a valori convessi. Succes 
sivamente passiamo a T a valori soltanto compatti e concluderemo con al- 


cuni risultati sulle inclusioni % € T(t,x) su insiemi non (necessariamen 


te) aperti. 
Teorema 2. Sia I una m-funzione tale che 
n E n 
[0,T] x R ——> conv(R) 


ed esistano due funzioni y e g per cui riesce 


f 


(H,) y(t,x) E F(t,x) C g(t)B, 0sgELl 


1 
con y t-misurabile e T x-U.S.C.. Allora valgono le affermazioni 


i) Rae Tp(T.8) # 9 compatto, connesso 
Usa 


ii) Rae -—— Ap(T,E), F(T,8) # 9 compatto, connesso 
ULSS: 


iii) Per ogni compatto K C R" ed nE dAp(T,K) esiste x € Tp (1,8) tale che 


x(t) E dAL(t,K) per 0stsT,x(T)=n 


Se si suppone T(t,-) continua e se vale (H,)» allora 


XI-5, 


iv) per ogni compatto K CR" e xe Tp(T,K) tale che 


IA 


x(t) € dAp(t,K) per 0<St<T si ha 


x(t) € ar(t,x(t)) q.d. 


Se vale (H,) con g Limitata e T u.s.c. rispetto alla coppia (t,x), allora 
v) T(T,E) è "aciclico" 
Se vale (H,) con T continua nella coppia (t,x), allora 
vi) T.(T,e) me'cro,t1, R") # p. 
Per le dimostrazioni di i)-iv) cfr. Davy [19], per v) cfr. 
Lasry-Robert [10] e Haddad [12], per vi) cfr. Filippov [20]. Come al so 


lito, B indica la sfera unità chiusa e 9A indica la frontiera di A. 


Osservazione 1. In Aubin-Cellina f6] sono provate le afferma 
zioni i) e ii) con R" sostituito da uno spazio di Hilbert e nell' ipotesi 


che in (H,) sia B = compatto (non più sfera-unità) e T u.s.c.. 


Osservazione 2. Fra i risultati di Tolstonogov [4], [15], [18], 
[21] sono contenute le affermazioni i) e ii) con R' sotituito da uno spa 
zio di Banach separabile se in (H,) si suppone F(-,x) misurabile, Mt.) 


continua e inoltre 


h(F(t,x), P(t,y) s ult, Ix-yl), 


dove w è una funzione di tipo Kamke. 


Osservazione 3. Castaing-Valadier [9] e Wininei [22] han 
no provato affermazioni di tipo i) e ii) per il caso in cui R" è sostitui 
to da uno spazio di Banach separabile munito della sua propria topologia 
debofe (e anche da spazi di Suslin) in ipotesi del tipo 


r(t,x) Cg(t)k, o0sgetll 


x 


XI-16. 
con PT t-misurabile e x-u.s.c. e con K convesso e debolmente compatto. 


Osservazione 4. La u.s.c. da sola non è sufficiente per avere 


Tr # #, come mostra l'esempio 
{-1} se x > 0 
re 
RIDx ——> -{-1,1} sex = 0 
{1} sex < 0 


11 problema x(0) = 0, &(t) € Mult)) non ha soluzione. 


Osservazione 5, Anche l'affermazione iv) può non valere senza 


la continuità di T(t,-), come si vede nell'esempio (cfr. Davy [19]) 


40:2] sex=t 
& 


(0,1) xR3(t,) — 


Le uniche soluzioni x del problema 
x(0) =0, &(t) eTlt, x(t)) 
che verificano la condizione x(t) € 9A, (t,0) sono 


Vate 3408 it 


ed è 9107) =1€ 90,2) = ar(t, x (0). 


Osservazione 5. La misurabilità (e quindi la USE) DITA) 


assicura l'esistenza di y come in (H,). 


XI-17.. 


Teorema 2'. Se T verifica le condizioni 


(o,T]} x Rx R" —F_, conv(R") 


gel' 


UAN 


(H',) y(t,x,u) E F(t,x,u) Cg(t)B, 0 
con y t-misurabile e r (x,u)-u.s.c., allora si ha 


i) Raga (rsu) ——> Tr(T3E,u) # 4 compatto connesso. 
U.S.C. 
Per la dimostrazione cfr. Davy [19]. Nel Teorema 4 vedremo co 
me si possa mettere al posto di R" uno spazio di Banach. 


Per il caso non convesso si ha il seguente 


, 
Teorema 3. Consideriamo la m-funzione 


[0,T] x R"> qa La comp(R") 
con 2 aperto. Ciascuna delle seguenti condizioni è sufficiente a garan- 


tire 
Tp(T,8) #0 


se (0,&) EN e T > 0 è sufficientemente piccolo. 
i) P è 1.s.c., e in questo caso esistono soluzioni "regolari"; 


ii) PT verifica la condizione 


r(t,x) Cg(t)B, 0s£ge L 


e T è t-misurabile e x-continua. 
Per la dimostrazione cfr. Lojasieviez jr. [23] per i) e 


Kaczynski-Olech [24] per ii). 


XI-18. 


L'esempio dell'Osservazione 4 al Teorema 2 mostra che i) può 


cessare di valere per T u.s.c. invece che 1.S.c.. 


Osservazione 1. In ii) è sufficiente la u.s.c. di T(t,-) in ogni 


punto x tale che tx) = convesso per ogni t (cfr. Olech [25]). 


Osservazione 2. La continuità di T, rispetto alla coppia (t,x), 


non è sufficiente per la u.s.c. di T_, come ha mostrato Pianigiani [26]. 


Tr 


La continuità non è sufficiente neanche per avere sei = Ta 


(cfr. Teorema 1), come mostra l'esempio (dovuto a Plis, cfr. Hermes [17]) 
Y 
2 T 2 DR 
R3x = (x3%9) —_ {(Mpv7) € RIV, = #13 vy = XV 1x1} 


k(t) e r(t.,x(t)), x(0) = 0 


I] Teorema seguente fornisce condizioni sufficienti per avere 
Teorema 4. Sia X uno spazio di Banach separabile, U uno spazio 
metrico compatto. Supponiamo che T verifichi le condizioni 


(OST) #XxU seat comp(X) 


T(t,x,u) Cg(t)B, 0sg er 


h(F(t,x,u), F(t,x',u)) st, ix-x"|) 


I) Se riesce inoltre 
y(t.,x,u) E T(t,x,u) = convesso 


con y t-misurabile e T (x,u)-u.s.c., allora si ha 


XI-19. 


i)XxU3(E,u —— Tp(T;E,u) # 9 compatto connesso 
UE SUC: 


AS) Mera An (T36,u), F(T36,u) # # compatto connesso 
Ù.S.G. 


II) Se risulta F(-,x,u) misurabile, T(t,-,-) continua e g limitata, al- 


lora si ha 


i)XxU3(E&,u > Tp(T36,u) c Tp(T3E,u) = Tag(T36,u) 


| Ta Sa 


continua 


ii)se T inoltre è continua, si ha 


( 


XxU3(E,u > TO (T;E,0) c TE T:E,U) = TaslTiE.u) 


LESeA 
dove rin) è il sottoinsieme di T costituito dalle soluzioni "regolari". 
In i) e ii) si può sostituire T con A. 

Per questi ed altri risultati dello stesso genere cfr. Tolsto- 
nogov {21) e anche [18], [15], [34], [35]. Ricordiamo che w è una funzio 
ne di tipo Kamke. 

Teorema 5. Supponiamo che la m-funzione T verifichi le condi- 
zioni 


(0,T]} xR" —> comp(r') 
cont 
T(t,x) C MB, 0<M= cost. 


h(r(t,x), r(t,y)) < u(t)lix-yI, 0<SwWE LI. 


IA 


Allora valgono le seguenti affermazioni 


i) Sey : [0,7] + R" è assolutamente continua e se 
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p(Y(t), r(t.y(t)) s at), n ell, 


allora esiste x € T,(T,8), con E € R" arbitrario, tale che 


f w(s)ds t È; w(0)do 


Ix(t)-y(t)l < lE-y(o)le? 4 [ x(s)e® ds=@(t), Ost <T, 


(©) 


IX(t)-y(t) Ns w(t) d(t) + A(t) 


ji) Tp(T,») è lipschitziana da R' a c([o,t], R"), ossia 


IA 


h(T.(T,€), Tp(T,u)) » Crui, C, = cost. 

Questo risultato è dovuto a Filippov. Per la dimostrazione cfr. Aubin- 
-Cellina [6], Hermes [7]. 

Ora ci proponiamo di esporre alcuni risultati per le inclusioni 
differenziali con le traiettorie vincolate a variare, a volte in modo 
monotono rispetto a certe relazioni d'ordine parziale, su insiemi non (ne 
cessariamente) aperti. i 

Per questo ci occorrono due tipi di cono tangente a un insieme 
A # # in un suo punto, introdotti da Bouligand (il cono T(A;x), cfr. 
Aubin [27] e Haddad [28]) e da Clarke [29] (il cono TE (A;x)): 


TlAd = 4 EH) timine PMLI). è 


XA+-0 + 


0}, xE A 


TE(A;x) = {ve R"|1imsup PIX'tAVA) - pix A) 


i+ 0 + 
Na 


Si dimostra che entrambi sono coni chiusi con vertice nell'ori 
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gine e che T(A;x) D TE(A:x) = convesso (cfr. Clarke [29], Clarke-Aubin 
[30]). i 
L'inclusione può essere propria, come mostra il semplice 


esempio 


A = {(x,|x|) € R|x € R} 


per il quale si ha A = T(A;0) # T(A;0) = {0}. 
Ricordiamo che un preordine sull'insieme X è una relazione 
p CX x X riflessiva e transitiva. Se pensiamo p come grafico di una m-fun 


zione, ciò si può scrivere nella forma 


x E p(x) C p(p(x)), \L ADE 


, 
f 


Un primo risultato è:il seguente 


Teorema 6. Sia X # 9 un sottoinsieme localmente compatto di R", 


sia p : X——X un preordine 1.s.c. e con grafico chiuso e sia 


X Sa, conv(R") 
UgS= a 


Allora sono equivalenti le affermazioni 


i) Fx) N T(p(x);x) # 9, vxEX, 
ii) per ogni x F X esistono T > 0 e una funzione lipschitziana x:[0,7]+R" 
tale che 


x(0) = x? x(t) E X, X(t) e r(x(t)) 
t<ot'> x(t') cp(x(t)). 
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Questo risultato è dovuto a Haddad [28], che ha pure trattato 
il caso di T dipendente dal tempo (in assenza di ordine p). Viene ino1- 
tre osservato che se X è chiuso e T limitata su X si può prendere la so 
luzione x(*) in ii) definita su[0, +©[. 


Nel caso non convesso abbiamo il seguente risultato 


Teorema 7. Sia X # 9 un sottoinsieme compatto di R, sia 
o : X+ comp(X) un preordine lipschitziano (nella metrica di Hausdorff) 
e sia 


X sly comp(X) 
continua 


se vale la condizione 


Fx) CT (p(x);x), = Vx EX, 
allora, per ogni x SX, Lo E Tx) e T > 0, esiste una funzione "regola 


re" x : [0,T] + R" tale che 


x(0) = x? k(0) = Vo? x(t) c X, X(t)ve Tlx(t)) 
t<t'+ x(t’) e p(x(t)). 


Questo risultato è dovuto a Clarke-Aubin [30]. Gli Autori danno indica- 
zioni sull'estensione al caso di T dipendente anche dal tempo e al caso 


di X = compatto in uno spazéo di Banach (occorre la condizione 


ui ox), pi o | 


AE X XI+-0 + 
ver(x) 
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dove p è identificata al proprio grafico). 


Osservazione. Se l è lipschitziana, ossia se verifica la con- 
dizione h(F(x), T(x')) SM Iix-x'Il, e se p(x) = X, la condizione 
"E.(x) € TE (0(x);x) per ogni x € X" assicura che per ogni soluzione x(-) 
si ha x(t) E X per0stsT (cfr. Clarke [29]). 

Per altri risultati nello stesso ordine di idee cfr. Aubin [1]., 

Aubin [27] ha studiato il problema 


x(t) e T(x(t)), x(0) = x > x(t) EX per0stsT, 
A 


V(x(t')) - V(x(t)) | N(Ox(t), X(t)) dt 0 per Ostst 
È 


dove X è un sottoinsieme chiuso di R" e 


» W(x,°) convessa 


Sempre in [27] Aubin ha introdotto e studiato la derivata con 
Ungente superione di una funzione 


Vie X> R 


che possiamo così definire 


Vixt2u) - V(x ) 
D, Voci)(u) = liminf— 0° 
(o) (o) LI 
A+ 0 + 
u+u 
Co) 
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Se x, è interno a X e V è localmente lipschitziana in x? si 
ha 


V(x Hu) - Vi) 
À 


D V(x )(u ) = liminf 
+ 00 A 


Tuttavia questa formula non vale per a (0.;0) € RÉ 3 (0,1) = U 


0 se x = (0,0) 
ali 
V(x,5%p) Ss 
da %, X 
PIET, 
cage” 
n debe - 


La derivata D, VO) è suscettibile della seguente interpreta- © 
zione geometrica: il suo epigrafico coincide col cono tangente in 
(xe 0%)) all'epigrafico della V(cfr. [27]). 

Fra i diversi risultati contenuti in [27] figurano anche quel 


li riassunti nel seguente 


Torema 8. Sotto le condizioni indicate sopra, valgono le affer 
mazioni: 
i) Se per ogni xo E X esiste una soluzione del problema (P), con T > 0, 


allora 
(L) Vr Xavier D_V(x)(v) + W(x,v) <£ 0 
ii) Se V e W sono continue e verificano la condizione (L), il problema 


(P) ha soluzione per ogni x € X, con T > 0 (Se T è limitata su X 


si può prendere T = + ©). 
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iii) Se W(x,v) = Ivi ex :[0, +0[ + R" è una soluzione del problema 


(P), allora esiste x, € X tale che 


x(t) > x DET): VAI) + Vi. 


t+ +00 


* > 


Nel caso di T "dipendente dal tempo" si ha il seguente 


Teorema 8'. Supponiamo che la m-funzione l e le funzioni V e W 


verifichino le condizioni 


[0, +0 x où — conv(R"), ro limitata 
uso. 
K VELIA [0, +o[ 
cont 
n W 
Kx Ro => [0] +90, W(t,X.*) convessa 
cont 


con K chiuso.Allora sono equivalenti le affermazioni 
i) per ogni & € R" tale che (0,E) E K, esiste una soluzione 


x E Tp(r0, +, €) verificante le condizioni 


(t,x(t)) E K per t 2 0, 


(ce) 


ostst'» V(t',x(t'))-V(t,x(t)) +f Mita) a 0 
(0) 


ii) per ogni (t,x) EK esiste v € P(t,x) tale che 


IA 


DV(t,x)(1,v) + W(t,x,v) < 0 


Questo è un risultato di Aubin [ 27]. 
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Vogliamo concludere con alcuni risultati relativi alle "inclu- 


sioni di tipo gradiente" 
x(t) € - aV(x(t)) 

con V = funzione convessa definita su uno spazio di Hilbert reale X 
x 1-0, 40) 
D(V) = {x E X|V(x) < + co} 


Ricordiamo la definizione di sub-differenziale di V in xi 


IV) = HAY Ex Mare VG) + Sx XY? S V(x)} 


Gli elementi di Vv) si dicono sub-gradienti di V in xo” Per esempio 
si ha 
x 


O) 
TP se Xx #0 


ga 


{y e X|Iyl< 1} se Ro 0 
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{-1} se x, < 0 
91:10) =— [-1,1] se x = 0 
{1} se x 40 


E' noto (cfr. Castaing-Valadier [9], per esempio) che se V è 
1.s.c. oltre che convessa, si ha 
- 9V(x) # 9 convesso e chiuso per ogni x € D(aV) = {x € D(V)|av(x) # p} 
e D(9V) è denso in D(V); 


- IV è una m-funzione monotona massimale, ossia verifica la condizione 


LAV 


Yi S V(x;) + a = Yo %° x? 0 


e 9V non è propriamente prolungabile in alcuna m-funzione che verifi- 
chi la stessa condizione. 


Ora siamo in condizioni di enunciare il seguente 


Teorema 9. Sia X uno spazio di Hilbert reale e sia 


V 
XxX — ]-®, +0] convessa 


last. 


con D(V) # 9. Allora valgono le affermazioni: 
i) Per ogni x € D(9V) esiste una e una sola funzione assolutamente con 


tinua x : [0, +%of + X tale che 
x(0) = LE x(t) e D(aVv), k(t)e - aV(x(t)) ; 


inoltre la funzione t + V(x(t)) è decrescente, convessa e verifica 


la condizione 
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di V(x(t)) siateri = 0. 


ii) Se x;(*) è la soluzione di dato iniziale x; € D(9V) si ha 
lx,(t) - x(t) Il < Il x 7 x, ll 


iii) se la funzione V è inferiormente semicompatta, ossia 
{x E X|V(x) £ t} = compatto per ogni t € R, allora la soluzione x(°) 
considerata in i) converge a un minimo x, di V che è anche punto sta 


zionario di 9V: 


Ix(t) - x,.b}— 0, 0 E9V(x,) 


t+ +0 


Per la dimostrazione cfr. Aubin-Cellina [6], Brezis [31]. Su 
questo tipo di inclusioni e su quello più generale in cui 9V è sostitui- 
to da un operatore monotono massimale, anche nel caso dipendente dal tem 
po, esiste una vasta ietteratura. Per questo cfr. Brezis [31], Da Pra- 
to [32], Attouch-Damlamian [33]. 
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